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Capitulo 1

Modelos Markovianos en Tiempo
Discreto

La teoria de procesos estocdsticos tuvo sus origenes en los trabajos de Andréi Markov a
principios del siglo XX. Markov, discipulo de Pafnuty Chebyshev al igual que Andréi Kol-
mogorov, estudio sucesiones de variables aleatorias que satisfacian una propiedad especial: la
dependencia entre observaciones sucesivas. Aunque las contribuciones de Markov no fueron
tan formales como las posteriores de Kolmogorov, quien desarrollé la teoria axiomatica de
la probabilidad, Markov es considerado el precursor de la teoria moderna de procesos es-
tocésticos. En sus trabajos iniciales, Markov se enfoco principalmente en procesos a tiempo
discreto con un enfoque probabilistico. Con el desarrollo de la teoria, especialmente tras
las contribuciones de Kolmogorov, la disciplina se formaliz6 considerablemente e incorpord
tanto procesos a tiempo discreto como continuo, ampliando su alcance hacia aplicaciones
contemporaneas en fisica estadistica, finanzas matematicas, biologia, ingenieria y ciencias
de la computacién. En la actualidad, los procesos estocédsticos constituyen una herramienta
fundamental para modelar sistemas dinamicos bajo incertidumbre, con aplicaciones que van
desde la modelacién de mercados financieros y sistemas de colas, hasta algoritmos de apren-
dizaje automatico, métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov y el andlisis de datos
temporales en contextos cientificos e industriales.

1.1. Definicion de Proceso Estocastico

Definicién 1.1. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias { X, : t €
T} definidas sobre un espacio de probabilidad (Q, F,P), donde:

» T es el indice temporal, que puede ser discreto (T = N) o continuo (T = RT).
Asumiremos que ambos conjuntos contienen al cero.

» X, representa el estado del sistema en el tiempo t.

Un proceso estocdstico es discreto si'T' es un conjunto discreto, y continuo si T es un
conjunto continuo.
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Interpretaciéon como funcion

Un proceso estocastico puede interpretarse como una funcién
X:TxQ—S

tal que a cada pareja (t,w) € T x € se le asocia el estado X (t,w) € S. Para cada tiempo
t € T fijo, la funcién w — X(¢,w) es una variable aleatoria. Por el contrario, para cada
resultado w € Q fijo, la funcién ¢ — X (¢,w) se llama una trayectoria o realizacién del
proceso, y representa la evolucion temporal del sistema bajo el escenario particular w.

EJEMPLOS

1.2. Espacio de Estados

El espacio de estados de un proceso estocastico es el conjunto S de todos los valores
posibles que las variables aleatorias X; pueden tomar. Se requiere que S sea equipado con una
o-algebra apropiada para poder hablar de eventos relacionados con los valores del proceso.
Consideraremos principalmente espacios de estados discretos (subconjuntos de Z) o continuos
(subconjuntos de R, R?, etc.). Por ejemplo:

» Si S =1{0,1}, el proceso es binario.

= Si S =R, el proceso tiene un espacio de estados continuo.

s Si S =7, el proceso tiene un espacio de estados discreto infinito.
» Si S =R% para d > 2, el espacio de estados es multidimensional.

Ejemplo 1.1 (1). Sucesion de resultados de un dado. Considere un dado justo. El
espacio parametral es T = N, ya que observamos los resultados en pasos discretos (cada
lanzamiento). El espacio de estados es S = {1,2,3,4,5,6} y supondremos que s.p.g. P(Xy =
6) = 1. Ejemplos de probabilidades de interés incluyen:

» P(X;5 = 6): Probabilidad de obtener un 6 en el tercer lanzamiento.

» P(al menos un 6 en 5 lanzamientos).

P(EL primer 6 sale en el lanzamiento k).

Probabilidades condicionales como P(Xy =5 | X3 = 2).

Un proceso estocéstico se llama cadena cuando es un proceso indexado en tiempo discreto,
con espacio de estados numerable. Si dibujamos los posibles estados como nodos en un grafo,
y las transiciones entre estados como aristas dirigidas obtenemos una representacién visual
util para analizar el comportamiento del proceso.
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1.3. Caminata Aleatoria

Un ejemplo fundamental en la teoria de procesos estocasticos es la caminata aleato-
ria. Sea {Y; : i € N} una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (i.i.d.), todas definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (2, F,P), que
toman valores en Sy C R. Denotamos por uy la distribucién comin de las variables Y;.
Consideremos la sucesién de sumas parciales:

Xn:ZY;, n €N, con Xy=0.

=1

Este proceso se llama caminata aleatoria o proceso de suma acumulada, y es un
proceso a tiempo discreto con espacio de estados S C R (tipicamente S = Z o S = R
dependiendo de la distribucién de Y;).

Proposicion 1.1. Para una caminata aleatoria X,, = ZLI Y, donde los Y; son i.i.d.:

» La distribucion de X,, es la convolucion de n copias de jiy .

= Paran > 1, se tiene X,, = X,,_1+Y,, por lo que la probabilidad de transicion depende
unicamente de la distribucion de Y;.

Ejemplo 1.2 (2). Caminata aleatoria simétrica en Z. Sea Y; con distribucion P(Y; =
1) =P(Y; = —1) = 3. El proceso X,, = >, Y; es una caminata aleatoria simétrica donde
en cada paso el proceso se mueve una unidad hacia la derecha o hacia la izquierda con igual
probabilidad. Algunas probabilidades de interés:

s P(X; = 1) =L yP(X; = —1) = §.
s P(X,=0)=PY,=1,Ys=—-1)+P(Y,=—-1Y,=1) =

=
N =

i+
s P(Xy=2)=P(Y;=1,Ya=1) =

» P(X3 = 0): Es necesario un nimero par de pasos +1 y un nimero par de pasos —1.
Esto es imposible en 3 pasos, por lo que esta probabilidad es 0.

Ejemplo 1.3 (3). Caminata aleatoria de Pdlya. Consideremos Y; con distribucion
P(Y; = k) = p*(1 — p)* ™" para k € {0,1}, donde 0 < p < 1. El proceso X,, = Y i, Y; cuenta
el numero de “éxitos” hasta el tiempo n, y representa el numero de caras en n lanzamientos
de una moneda sesgada. Este tipo de caminata aleatoria tiene aplicaciones en economia,
biologia y otras dreas.

1.4. Distribucion Inicial y Matriz de Transicién

Distribucidn inicial. La distribucién inicial (o distribucién de probabilidad ini-
cial) de un proceso estocastico describe la ley de probabilidad del estado del sistema en el
tiempo inicial. Para un proceso con espacio de estados S, se define como:

7 = (m)ies, donde m =P(Xq=1)>0, Zwi =1
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En el caso de espacios de estados infinitos, la distribucién inicial es una medida de pro-
babilidad sobre S.

Probabilidades de transicién. Para procesos a tiempo discreto, la probabilidad de
transicién de un paso describe la probabilidad de pasar de un estado ¢ al estado j entre
tiempo n y n + 1:

pij =P(Xpr1 =7 [ Xn=1), Vi,jeSs.

Cuando el espacio de estados es finito, estas probabilidades pueden organizarse en una
matriz de transicién:

P = (pij)i,j657

que es una matriz cuadrada cuyas entradas satisfacen propiedades especificas.

Proposicién 1.2. Sea P = (p;;) la matriz de probabilidades de transicion de un paso para
un proceso estocdstico con espacio de estados finito S = {1,2,...,m}. Entonces:

1. pij > 0 para todos i,j € S.
2. 3L pij =1 para todo i € S (cada fila suma 1).
3. P es una matriz estocdstica.

Ejemplo 1.4 (4). Movilidad social y clases socioeconémicas. Considere una pobla-
cion clasificada en tres clases: baja (B), media (M) y alta (A). Sea X, la clase socioeconémica
del primogénito de una familia en la generacion n. El espacio de estados es S = {B, M, A}
y el espacio parametral es T' = N.

Suponga que en el momento actual (n =0), la distribucion inicial es:

7TB:0.57 ’ﬂ'M:O.3, 7TA:O.2.

FEsto significa que el 50 % de la poblacion pertenece a la clase baja, el 30 % a la clase media
yel 20% a la clase alta. Una pregunta natural es: ;Cudl es la probabilidad de que el nieto
de una persona de clase baja pertenezca a la clase alta? Para responder esto necesitamos
conocer las probabilidades de transicion p;; = P(X,11 = j | X, = 1) para cada par de clases

(i,7)-

Ejemplo 1.5 (5). Dinero en la cartera. Sea X, la cantidad de dinero (en pesos) en
nuestra cartera al final del dia n. El espacio de estados es S = Re (nimeros reales no
negativos). El espacio parametral es T = N (dias). La distribucion inicial X, depende de
cudanto dinero teniamos al inicio, y las probabilidades de transicion modelan como cambia
nuestro saldo diariamente en funcion de nuestros gastos e ingresos, que pueden ser aleatorios.

Ejemplo 1.6 (6). Precio de una accién en la bolsa. Sea X, el precio de una accion
particular al cierre del dia n. El espacio parametral es T = N (dias de operacion bursdtil) y el
espacio de estados es S = R (precios positivos). La distribucién inicial depende del precio
de cierre inicial de la accion. Las probabilidades de transicion P(X,+1 € [a,b] | X, = )
modelan como evoluciona el precio dia a dia en respuesta a condiciones de mercado, y son
un objeto central de estudio en matemdtica financiera.
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Ejemplo 1.7 (7). Temperatura ambiente cada hora. Sea X; la temperatura ambiente
(en grados Celsius) registrada cada horat durante un periodo de tiempo. Aqui, T = N (horas)
y S =R (cualquier temperatura es posible en principio). La distribucion inicial Xy depende
de la temperatura al momento inicial, y las probabilidades de transicion reflejan patrones de
cambio de temperatura entre horas consecutivas, que dependen de factores como la hora del
dia, la estacion del ano, y otras condiciones meteorologicas.

Ejemplo 1.8 (8). Deciles de ingresos. Sea X, el decil de ingresos al que pertenece el
primogénito de una familia en la generacion n, donde los deciles son S = {Dy, Da, ..., Do}
con Dy siendo el 10 % mds pobre y Dyg el 10 % mds rico. El espacio parametral es T = N
(generaciones). La distribucion inicial (7p,,...,Tp,,) representa la proporcion de la pobla-
cion en cada decil. Las probabilidades de transicion p;j = P(X,41 = D; | X,, = D;) describen
la movilidad socioeconomica entre generaciones.

Ejemplo 1.9 (9). Estatura de una persona en el tiempo. Sea X, la estatura de
una persona (en centimetros) medida al final del ano n. Aqui, T = N (anos de vida) y
S = R* (estaturas positivas). La distribucion inicial depende de la estatura al nacimiento.
Las probabilidades de transicion son deterministicas en el caso del crecimiento infantil (la
estatura tiende a aumentar de manera predecible anos a anos durante la infancia), pero
pueden incluir variabilidad en periodos posteriores.

Ejemplo 1.10 (10). Poblacion de una especie. Sea X, la cantidad total de individuos
de una especie particular en una region al tiempo n. El espacio de estados es S = Zs>q
(nimeros enteros no negativos), el espacio parametral es T = N (periodos de tiempo, p.
ej., anos), y la distribucion inicial es el tamano de la poblacion inicial. Las probabilidades
de transicion dependen de tasas de natalidad, mortalidad, inmigracion y emigracion, que
pueden ser deterministicas o estocdsticas.

Ejemplo 1.11 (11). Movimiento de una particula en un fluido. Sea X, = (X4, Y, Z;) €
R3 la posicién de una particula suspendida en un fluido al tiempo t (movimiento browniano).

El espacio de estados es S = R3. Esta es una descripcion cldsica del movimiento aleatorio

de particulas coloidales, estudiado por primera vez por Robert Brown. El espacio parame-

tral puede ser discreto (si observamos la posicion en intervalos regulares) o continuo (si

consideramos la trayectoria continua de la particula).

Observacion 1.1. La distribucion inicial y las probabilidades de transicion determinan com-
pletamente la evolucion probabilistica de un proceso estocdstico a tiempo discreto. Para un
proceso con espacio de estados finito, la matriz de transicion es una herramienta algebraica
fundamental para estudiar el comportamiento a largo plazo del proceso.

La ruina del jugador

Consideremos uno de los problemas mas antiguos e importantes de la teoria de procesos
estocasticos: el problema de la ruina del jugador. Este problema ilustra como las probabili-
dades de transicién pueden usarse para resolver preguntas fundamentales sobre la evolucién
de un proceso.

Planteamiento del problema. Un jugador inicia con una fortuna de k& délares. En
cada ronda de juego:
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= Con probabilidad p, el jugador gana $1 (su fortuna aumenta a k + 1).
= Con probabilidad ¢ = 1 — p, el jugador pierde $1 (su fortuna disminuye a k — 1).

El juego continia hasta que el jugador se arruina (fortuna = $0) o alcanza una fortuna
objetivo de $N. Sea X, la fortuna del jugador después de n rondas, donde X, = k. El espacio
de estados es S = {0,1,2,..., N}, siendo 0y N estados absorbentes (el juego termina cuando
se alcanzan).

Las probabilidades de transicién de un paso son:

Dii+1 =D, Dii—-1 =4, para’i S {1727 LRI N — 1}7

¥ Poo = 1, pnv = 1 (los estados absorbentes permanecen absorbentes).

Objetivo. Calcular P, := P(el jugador alcanza $N | Xy = k), es decir, la probabilidad
de que el jugador gane alcanzando la fortuna objetivo antes de arruinarse.

Solucion mediante ecuaciones de recurrencia.

Razonemos de manera intuitiva. Si el jugador se encuentra en la fortuna k (con 0 < k <
N), en la siguiente ronda ocurre uno de dos eventos:

1. Con probabilidad p, el jugador gana $1 y su fortuna pasa a k + 1.
2. Con probabilidad ¢, el jugador pierde $1 y su fortuna pasa a k — 1.

Por lo tanto, la probabilidad de que el jugador eventualmente alcance $N partiendo de &
depende de lo que suceda en la proxima ronda. Podemos escribir:

Po.=p-Pei1+q- Py, para0<k<N.
Con condiciones de frontera:
Py =0 (si el jugador estd arruinado, no puede ganar),

Py =1 (siel jugador alcanza la fortuna objetivo, ha ganado).

Esta es una ecuacién de recurrencia lineal homogénea de segundo orden. Su solucion
depende del valor de p.
Caso 1: Juego justo (p =¢q = %)
Sip= %, la ecuacién se convierte en:
1 1

P.=-P —P._
k=g k+1+2 k—1,

que puede reescribirse como:
Pey1r — Py = Py, — Pey.

Esto significa que las diferencias consecutivas son constantes. Por lo tanto, P es una

funcion lineal de k:
Pk =a+ bk

para algunas constantes a y b. Aplicando las condiciones de frontera:

Pp=a=0 = a=0,

10
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1
Py=b:-N=1= b=~

Por lo tanto:

k
P, = N (para p = %)

Esta es una conclusion importante: en un juego justo, la probabilidad de ganar es propor-
ctonal a la fortuna inicial.

Caso 2: Juego sesgado (p # %)

Cuando p # ¢, buscamos soluciones de la forma P}, = r*. Sustituyendo en la ecuacién de
recurrencia:

Dividiendo por 7*~:

o equivalentemente:
pr? —r4+q=0.

Las soluciones son:

ClkT—dpg 1/ —-2)°  1+[1-2|
2p 2p 2p '

r

Como p+q = 1, tenemos 1 — 4pg = (p — q)* = (1 — 2p)?, por lo que:
=1y r= 4
p

La solucion general es:

k
Pk:A-l-B(g)
P

para constantes A y B. Aplicando las condiciones de frontera:

Ph=A+B=0 = B=-A4,

PN=A+B(%)N:A<1— <%>N> ~1.

B 1
1= (g/p)N

Despejando A:

Por lo tanto:

R Sl C77 )
Pk—l_(q/p)N (p p7é2)'

Notese que esta férmula recupera el resultado del caso justo cuando p = % (tomando el
limite adecuado).
Interpretacién de los resultados.

11
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1. Cuando p > 3 (juego favorable). Tenemos ¢/p < 1, por lo que (¢/p)* — 0 cuando
k — oo. Para un jugador con fortuna inicial £ pequena comparada con N, la proba-
bilidad P, ~ 1 — (q/p)* es cercana a 1. Esto indica que un jugador con ventaja tiene
una alta probabilidad de ganar, especialmente si su objetivo es modesto.

2. Cuando p < % (juego desfavorable). Tenemos ¢/p > 1, por lo que (q/p)* crece
exponencialmente con k. Incluso si el jugador comienza con una buena fortuna inicial,
la probabilidad de ganar disminuye exponencialmente. Para un jugador con p < % y
en contra de un oponente con una fortuna mucho mayor (N muy grande), la ruina es
practicamente segura.

3. El caso justo. Cuando p = %, la probabilidad de ganar es simplemente k/N, una
relacion lineal. Un jugador con fortuna k y objetivo N tiene una probabilidad de éxito
igual a la proporcién de su fortuna inicial respecto al capital total en juego.

Observacion fundamental. Este problema demuestra la potencia de analizar procesos
estocasticos a través de sus probabilidades de transicién. Sin invocar teorias sofisticadas,
simplemente planteando ecuaciones de recurrencia basadas en como el proceso evoluciona
en un paso, hemos obtenido resultados exactos y muy interpretables. Esta es la esencia del
enfoque mediante cadenas de Markov: comprender el comportamiento global del sistema a
partir del conocimiento local de cémo transiciona entre estados adyacentes.

1.5. Cadenas de Markov

Un proceso de Markov es un proceso estocéastico que satisface una propiedad especial
de “falta de memoria”: el futuro del proceso, dado el estado presente, es independiente del
pasado. Més formalmente:

Definicién 1.2. Decimos que un proceso estocdstico {X, : n € N} es un proceso de
Markov si para todos n € N y todos los estados ig,i1,...,in,] € S:

P(Xpi1=J | Xn=10, X1 =tn_1,-..,Xo=10) =P(Xps1 =7 | Xpo = in),
siempre que las probabilidades condicionales estén bien definidas.

Una cadena de Markov es un proceso de Markov a tiempo discreto con espacio de
estados discreto.

Definicién 1.3. Una cadena de Markov homogénea es una cadena de Markov donde
las probabilidades de transicion no dependen del tiempo n, es decir, P(X,41 =7 | Xn =1) es
la misma para todo n > 0.

Observacion 1.2. A menos que se indique lo contrario, en este curso supondremos que todas
nuestras cadenas de Markov son homogéneas. FEsta hipotesis simplifica significativamente el
andlisis matemdtico y es apropiada para muchas aplicaciones practicas.

Observacion 1.3. La distribucion de una cadena de Markov homogénea depende inicamente
de la distribucion inicial y de las probabilidades de transicion, es decir, de la pareja (7, P).

12
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Demostremos que la caminata aleatoria {X,, : n € N} definida por X,, =Y " ,Y; (donde
los Y; son i.i.d. con distribucién en Sy C R) es una cadena de Markov homogénea.

Proposicion 1.3. La caminata aleatoria X,, = Z?:l Y; con Xg = 0 es una cadena de Markov
homogénea cuando los'Y; son independientes e idénticamente distribuidas.

Demostracion. Demostramos dos cosas: primero que es una cadena de Markov, y luego que
es homogénea.

Parte 1: Propiedad de Markov.

Sea n € N y sean ig,11,...,i,, ] valores especificos en el espacio de estados. Queremos
mostrar que:

]P(Xn—H :] | Xn - inan—l - in—la cee 7X0 - ZO) - ]:P(Xn—&—l :j | Xn - 1n>
Por definicion, X,.1 = X,, + Y,+1. Dado que X,, = 1,, tenemos:
Xn+1 :j g Yn+1 :j - Zn

Por lo tanto:

]P)(XnJrl =J ’ X = Z-naanl =1y - , Xo = Z0) = ]P(Yn+l = J—in | X, = in7Xn71 =l 1,--

Ahora bien, la variable aleatoria Y,, | es independiente de todas las variables Y1, Y5, ..., Y,
por la hipétesis de independencia. Puesto que Xy, X1, ..., X, son funciones tinicamente de
Y1,Ya, ..., Y,, podemos concluir que Y;,;; es independiente de (Xo, X1, ..., X,). En particu-
lar:

PYoi1=7—in| Xp=tn, Xpno1 =ln-1,.---,Xo=10) =P(Ypi1 =7 —in).

Asimismo:
P(Xm-l =7 ‘ Xn = Zn) = IP)(Yn+1 =] —ln | Xn = Zn) = IP)(Yn+1 =J— Zn)

Por lo tanto, se cumple la igualdad requerida, y {X,,} es una cadena de Markov.

Parte 2: Homogeneidad.

Para demostrar que la cadena es homogénea, debemos verificar que la probabilidad de
transicién pz[?] = P(X,+1 =j | X,, = 1) no depende de n.

Para cualquier n, condicionando en X,, = i:

PXpi1=j | Xn=0)=PXp,+ Y1 =7 | Xpn=1)=PYs1=7—1| X, =1).
Como Y,,1; es independiente de X,,:

Dado que todos los Y; tienen la misma distribucién, la probabilidad P(Y, ;1 = 7 — i) es
idéntica para cualquier n. Por lo tanto:

no depende de n, lo que demuestra que la cadena es homogénea. O

13
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Observacion 1.4. Si considerdsemos un proceso estocdstico {Z,, : n € N} donde cada Z,
es una variable aleatoria independiente, entonces el proceso seria trivialmente una cadena
de Markov homogénea: la probabilidad de transicion seria:

P(Zpy1 = J | Zn=1) = P(Zn1 = j),

que no depende del estado actual 1. De hecho, para procesos con variables completamente
independientes, la propiedad de Markov es automdtica porque el futuro es independiente de
todo el pasado, incluyendo el presente. La especificidad de las cadenas de Markov reside en
permitir dependencia entre variables aleatorias sucesivas (a través de las probabilidades de
transicion) mientras se mantiene la ausencia de memoria mds alld del estado presente.

Ejemplos de cadenas de Markov con matriz de transicién explicita

Ejemplo 1.12 (12). Cadena de Markov con matriz de transicion finita. Conside-
remos una cadena de Markov con espacio de estados S = {1,2,3} y matriz de transicion:

0.5 0.3 0.2
P=101 06 03],
02 0.2 0.6

donde P,; representa la probabilidad p;; = P(X,41 = j | X,, = 1). Por ejemplo:
» p11 = 0.5: 5% el proceso estd en estado 1, permanece en estado 1 con probabilidad 0.5.
» p1o = 0.3: Si el proceso esta en estado 1, transiciona a estado 2 con probabilidad 0.3.
» pog = 0.3: 5% el proceso estd en estado 2, transiciona a estado 3 con probabilidad 0.3.

Cada fila de la matriz suma 1, como corresponde a una matriz estocdstica.
Supongamos una distribucion inicial T = (0.4,0.3,0.3), lo que significa:

P(Xo=1)=04, P(Xo=2)=03, P(X,=3)=03.

A partir de esta distribucion inicial y la matriz de transicion, podemos calcular la dis-
tribucion de probabilidades en tiempos posteriores. Por ejemplo, la distribucion en tiempo 1
es:

W =7.P=(04,03,0.3)-P.

Calculando:

7 =04-05403-0140.3-0.2=0.2+40.03+0.06 = 0.29,

Y = 04-03403-06+0.3-02=0.12+0.18 4+ 0.06 = 0.36,
2

7V =04-0240.3-0.3+0.3-0.6=0.08+ 0.09 + 0.18 = 0.35.
Por lo tanto, 7 = (0.29,0.36,0.35).
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Ejemplo 1.13 (13). La Urna de Ehrenfest es una cadena de Markov homogénea que re-
presenta una descripcion matemdtica simplificada del proceso de difusion de gases o liqui-
dos a través de una membrana. El modelo consiste de dos cajas A y B que contienen un
total de N bolas. Seleccionamos al azar una de las N bolas y la colocamos en la otra ca-
ja. Sea X, el numero de bolas en la caja A después de n pasos. El espacio de estados es
S ={0,1,2,...,N}, y las probabilidades de transicion son:

N —1
Piit1 =~ (si seleccionamos una bola de la caja B),

7
Dii—1 = N (si seleccionamos una bola de la caja A),

y pi; = 0 para cualquier otro par (i,7).

Ejemplo 1.14 (14). La cadena de las horas del reloj. Sea X, la hora que marca un
reloj después de m horas, donde las horas se representan como S = {0,1,2,...,11} (con 0
representando las 12 en punto). El proceso transiciona segin la regla deterministica:

Xpi1 = (X, +1) mod 12,

FEsto significa que de cualquier hora i, el reloj avanza a la hora i + 1 (médulo 12) con
probabilidad 1. Formalmente, las probabilidades de transicion son:

Pi(i+1)méd 12 = 1 para todo i € S,

y pij = 0 para cualquier otro par (i, 7).
La matriz de transicion es:

0100 - 0
0010 0
p=|0001 0]
1000 - 0

donde cada fila contiene eractamente un 1 (en la posicion correspondiente a la siguiente
hora) y ceros en todas partes.

Este es un ejemplo de cadena de Markov con estructura ciclica. Si el reloj comienza en
las 8 en punto (Xo = 3), después de 1 hora marca las 4 (X1 = 4), después de 2 horas
marca las 5 (Xo =5), y después de 12 horas regresa a las 3 (X12 = 3). De manera general,
X, = (Xo+n) mod 12.

Aunque el proceso es deterministico (no hay aleatoriedad en las transiciones), sigue siendo
una cadena de Markov vdlida: el futuro depende unicamente del estado presente, no del
pasado.

Para aumentar nuestro entendimiento de la propiedad de Markov, probaremos la siguien-
te proposicion, que auda en la interpretacion del futuro independiente del pasado dado el
presente.

Proposicién 1.4. Sea X una cadena de Markov homogénea (m, P), con espacio de estados
S,i,5,k€ S y0<m<n-—1. Se tiene que

P(Xpi1 = j|1Xn =, Xon = k) = P(Xpp1 = j| X0 = 9).

15
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1.6. Probabilidades de Transicion en n Pasos

Hasta ahora hemos estudiado las probabilidades de transicion de un paso, definidas como
pij = P(X,41 = j | X, = 4). Sin embargo, en muchas aplicaciones es fundamental conocer
la probabilidad de que la cadena pase del estado 7 al estado j transcurridos exactamente n
pasos, independientemente del instante inicial.

Definicién 1.4. Sea {X,, : n € N} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados
S. Definimos la probabilidad de transicion en n pasos como:

P =P(Xpin = j | Xpn = ),

para cualesquiera i,5 € S y m,n € N. La homogeneidad de la cadena garantiza que esta
probabilidad es independiente del instante inicial m.

Observacion 1.5. Por supuesto, para n = 1, recuperamos las probabilidades de transicion
de un paso:

1
ng) = Dij-

(0) 1 si1= j,
by = 0 . .
Si 1 F# J.
Esta es la matriz identidad, lo que tiene sentido: sin dar ningun paso, la cadena permanece
en su estado actual con certeza.

Asimismo, para n =0, se define:

Cuando el espacio de estados es finito, estas probabilidades pueden organizarse en una
matriz de transicién en n pasos:

P = (pﬁf))i,jes,
donde P = P es la matriz de transicién estdandar y P() = I es la matriz identidad.
Ejemplo 1.15 (15). Consideremos la cadena de Markov del Ejemplo 12 con malriz de
transicion:
0.5 0.3 0.2

P=101 06 0.3
0.2 0.2 0.6

¢ Cudl es la probabilidad de que la cadena transite del estado 1 al estado 2 en exactamente
2 pasos? Esta es la cantidad pl?%. Para calcularla, podemos identificar todos los caminos de
longitud 2 que comienzan en el estado 1 y terminan en el estado 2:

» Camino 1 — 1 — 2: Probabilidad py 1 - p12 = 0.5 x 0.3 = 0.15.
» Camino 1 — 2 — 2: Probabilidad p1 2 - pa2 = 0.3 x 0.6 = 0.18.

» Camino 1 — 3 — 2: Probabilidad py 5 - p3s2 = 0.2 x 0.2 = 0.04.
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Por lo tanto:
P2 = 0.15+0.18 + 0.04 = 0.37.

Alternativamente, podemos calcular P® = P . P = P?:

0.5 0.3 0.2 0.5 0.3 0.2
P’=101 06 0.3 0.1 06 0.3
0.2 0.2 0.6 0.2 0.2 0.6

El elemento (1,2) de P? es:
(P?)12=0.5x03403x0.6+0.2x 0.2=0.15+0.18 + 0.04 = 0.37,

que coincide con nuestro cdlculo anterior.

La Ecuacion de Chapman-Kolmogorov

La ecuacion de Chapman-Kolmogorov es una relacién fundamental que conecta proba-
bilidades de transicién en diferentes nimeros de pasos. Esta ecuacion expresa una intuicion
natural: para ir del estado ¢ al estado j en n 4+ m pasos, necesariamente pasamos por algin
estado intermedio £ después de los primeros n pasos.

Teorema 1.1 (Ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov). Sea {X,, : n € N} una cadena de
Markov homogénea con espacio de estados S. Entonces, para cualesquiera enteros n,m > 0

y estados i,j € S:
bi; - E pzk “Prj -

keS

En notacion matricial:
pntm) — pn) p(m)’

donde el producto es el producto usual de matrices.

Demostracion. Demostraremos la ecuacion utilizando la ley de probabilidad total y la pro-
piedad de Markov.
Sean n, m > 0 y consideremos los estados i, j € S. Por definicién:

P = P(Xpam =7 | Xo = 4).

ij

Condicionamos sobre el estado de la cadena después de n pasos, X,,. Por la ley de pro-
babilidad total:

P(Xppm =J | Xo=1) =Y P(Xpim =3 | X0 =k, Xo=1) - P(X,, =k | Xo=1).
kesS

Ahora aplicamos la propiedad de Markov (Definicién de cadena de Markov). Dado que
la cadena es Markoviana y el estamos en el estado X,, = k, el futuro (desde el tiempo n en
adelante) es independiente del pasado (antes del tiempo n). Especificamente:

PXpim=J|X0=kXo=1)=P(Xpsm =7 | Xp = k).

17



CAPITULO 1. MODELOS MARKOVIANOS EN TIEMPO DISCRETO

Por lo tanto:
pI =N P(X i = | X = k) P(X, =k | Xo = ).
keS

Reconocemos en esta expresion:

P(Xppm =J | X =k) =P(X,, = j | Xo = k) = p}”,

P(X, =k | Xo =) = pi¢,
por la homogeneidad de la cadena. Por lo tanto:
(n+m)
Dij " szk pk] ’
keS

que es exactamente la ecuacion de Chapman-Kolmogorov.

En forma matricial, esta ecuacién correspond a la multiplicacion de matrices, es decir,
ptm) — p) . pm) En particular, la siguiente desigualdad serd utilizada més adelante:
para cualesquiera estados ¢, j, k y para 0 < r < n, se tiene que:

vy = oin

O

Observacién 1.6. La ecuacion de Chapman-Kolmogorov es fundamental porque implica que:

PM=PxPx-..xP=P"

-~
n veces

es decir, la matriz de transicion en n pasos es simplemente la n-ésima potencia de la matriz
de transicion de un paso P. Esta es una consecuencia inmediata de la ecuacion de Chapman-
Kolmogorov aplicada recursivamente:

p — p-1+1) _ pr-1)  p@d) _ pr-1)  p
Por induccion, obtenemos P™ = P™.

Ejemplo 1.16 (16). Retomemos la cadena de Markov del Ejemplo 12. Queremos calcular

p@, la probabilidad de ir del estado 1 al estado 2 en exactamente 3 pasos.
Por la ecuacion de Chapman-Kolmogorov conn =2 ym = 1:

Primero necesitamos P® = P2, Ya calculamos este en el Ejemplo 15:

0.294+0.11 0.36 0.35
P? = : . : (mostramos solo la fila relevante con detalle).
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Calculemos P* completamente. El elemento (i,j) de P? esy ., pixpr;. Después del cdlculo:

05-05+4+03-01+4+02-02 05-034+03-06+0.2-02 05-02+4+0.3-0.34+0.2-0.6
P?=(01-05+06-01+03-02 01-03+0.6-06+03-02 0.1-02+0.6-0.3+0.3-0.6
02-054+02-01406-0.2 02-03+02-06+06-02 02-024+02-034+0.6-0.6

0.25+0.034+0.04 0.15+0.1840.04 0.10+ 0.09 +0.12
=10.05+0.06 +0.06 0.03+0.36 4+ 0.06 0.02+ 0.18 4 0.18
0.10+0.02+40.12 0.06 +0.1240.12 0.04 4 0.06 + 0.36

0.32 0.37 0.31
= 1017 045 0.38
0.24 0.30 0.46

Ahora aplicamos Chapman-Kolmogorov:

3 2 2 2
pg% = PH P12 +P§,% “P22 + pg% P32

=0.32 x 0.3+ 0.37 x 0.6 + 0.31 x 0.2 = 0.096 + 0.222 + 0.062 = 0.380.

Alternativamente, podemos calcular P® = P? x P y leer el elemento (1,2).

Observacion 1.7. La ecuacion de Chapman-Kolmogorov no es unicamente un resultado
tedrico interesante; tiene profundas implicaciones prdcticas. Al expresar P™ = P, nos
proporciona un algoritmo eficiente (usando exponenciacion rapida de matrices) para calcular
probabilidades de transicion en un gran numero de pasos sin necesidad de enumerar todos
los caminos posibles. FEsto es especialmente relevante en aplicaciones computacionales donde
frecuentemente nos interesa el comportamiento a largo plazo de cadenas de Markov.

Diagonalizacion de la Matriz de Transicién

Para calcular P™ de manera eficiente, especialmente cuando n es grande, podemos utilizar
la diagonalizacién de la matriz P. El siguiente teorema es fundamental en el algebra lineal
y tiene aplicaciones directas al estudio de cadenas de Markov.

Teorema 1.2. Sea P una matriz cuadrada m X m con espectro (conjunto de valores propios)

A = {1, N\, ..., A}, donde \; son walores propios (no necesariamente distintos) y sean
Vi, Va,...,V, los correspondientes vectores propios por la derecha.!

Si P es diagonalizable®, entonces existe una matriz V cuyas columnas son los vectores
Propios Vi, Vo, ..., Vp, y una matriz D = diag(A1, Ao, ..., \p) diagonal de valores propios,
tales que:

P=VDV~L

En consecuencia, para el cdlculo de potencias:

pPr=VvD"V
donde D" = diag(A}, Ay, ..., \") es trivial de calcular.

1Un vector propio derecho satisface Pv; = \;v;.
2Una condicién suficiente para que una matriz sea diagonalizable es que todos sus valores propios sean
distintos.
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Observacion 1.8. Para una matriz cuadrada P (en particular, una matriz de transicion),
existen tres propiedades fundamentales relacionadas con los valores propios:

1. 8@ la matriz es estocastica, tiene al menos un valor propio igual a 1, lo cual estd
relacionado con la ezistencia de distribuciones estacionaria (por verse en las secciones
siguientes).

2. La traza de P (suma de los elementos diagonales) es igual a la suma de los valores

PropLos:
i=1 i=1

3. Bl determinante de P es el producto de los valores propios:

m

det(P) = [ [ M-

i=1

En los casos 2 x 2 0 3 x 3, es posible obtener los valores propios resolviendo el sistema de
ecuaciones que resulta de estas tres propiedades, sin necesidad de calcular explicitamente el
polinomio caracteristico.

Ejemplo 1.17 (17). Cadena de Markov con dos estados: caso general. Considere-
mos una cadena de Markov con espacio de estados S = {1,2} y matriz de transicion:

l—-a «
= (5 0)
donde 0 < «, B < 1. Esta es una cadena arbitraria simétrica o asimétrica, dependiendo de
los valores de o y 3.
Paso 1: Calcular los valores propios.
Para esto podemos encontrar las raices del polinomio caracteristico det(P — X)) = 0 o
hacer caso a las observaciones anteriores. Al ser el determinante es det(P) = (1 — a)(1 —

B)—af=1—a—p y 1 un valor propio, el otro tiene que necesariamente ser 1 —a — 3.
Paso 2: Calcular los vectores propios.

Para Ay = 1:
l—a-—1 « vy (0
ﬂ 1-— B -1 (%) - 0
—a vy (0
g =B V2 0/
De la primera ecuacion: —av, + avy = 0 = vy = vy. Un vector propio es vi = (1>

1
Para dg=1—a — (:

<1_a_%_a_@> 1—/3—(?—(1—@) (2): (8)
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B a\ (viy (O
B a)\vy) \0)°
De la primera ecuacion: vy + avg = 0 = vy = —gvl. Un wvector propio es vy =

(—Bl/oz) 0, reescalando, vy = (f%)

Paso 3: Formar la matriz V y su tnversa.

v=(i %)

El determinante es det(V)=1-(=f) —a-1=—-0—a=—(a+p).

ety () ()
T —a+p\-1 1) agp\l -1/

Paso 4: Expresion para P".

n o __ ni_l(l/ 1 0 1 ﬂa
i ‘VD‘/l‘(l—ﬂ)(0<1—a—ﬁw>a+ﬁ<1-4)'

Calculando: ( 8
n_ (1 al—a—-p)"
vpT= (1 i —6)”) |

Multiplicando por V=1:

P = a——l%ﬁ G _0[5((11_—%_—65);") <f _0‘1) |

El elemento (1,1) de P™ es:

1

(p%JZE:E

[B+a(l—a-08)"].

De manera similar, podemos calcular los demds elementos:

pr 1 (5+&O—@—5W a—au—a—BW).

T a+B\B-Bl-—a—-B)" a+p(l—a—pB)"

Comportamiento asintotico cuando n — oo:
Dado que 0 < o, f < 1, tenemos 0 < o+ < 2, y por lo tanto 1 —a— 5 € (—1,1). Esto
implica que (1 — a — B)" — 0 cuando n — co.

Por consiguiente:
1
lim P" = oy,
n—o00 o+ ﬂ ﬂ o

Este es un fenomeno notablemente importante: independientemente del estado inicial,
después de un numero muy grande de pasos, la probabilidad de encontrarse en el estado j es
esencialmente la misma. Fsto significa que la “memoria” del estado inicial se disipa con el
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tiempo, y la cadena alcanza un régimen estacionario donde la distribucion de probabilidades
se estabiliza.

Esto establece que la distribucion limite satisface una ecuacion de equilibrio: las proba-
bilidades no cambian de un paso al siguiente. Este comportamiento es intuitivo desde una
perspectiva fisica: después de suficiente tiempo, el sistema “olvida” de donde comenzo y se
comporta como si estuviera en un estado de equilibrio. En las secciones siguientes especifica-
remos las condiciones bajo las cuales una cadena de Markov garantiza la existencia y unicidad
de una distribucion estacionaria, asi como condiciones que asequran la convergencia.

Calculo de la inversa de una matriz

Para completar el cdlculo de P™ mediante diagonalizacién, frecuentemente necesitamos
calcular la inversa de la matriz V' de vectores propios. A continuacion recordamos el método
general usando cofactores y determinantes.

Definicién 1.5. Sea A una matriz cuadrada m X m. La matriz de cofactores C' se define
como:

Cyj = (=1)™ My,
donde M;; es el determinante del menor obtenido al eliminar la fila i y la columna j de A.
La matriz adjunta (o matriz de adjuntos) es la transpuesta de la matriz de cofactores:

adj(A) = C7.
Teorema 1.3. Sea A una matriz cuadrada con det(A) # 0. Entonces:

1
~ det(A)

At adj(A).

Observacién 1.9. Este método es especialmente 1til para matrices pequenas (por ejem-
plo 3 x 3). Para matrices grandes, métodos computacionales como eliminacion gaussiana o
descomposicion LU suelen ser mds eficientes.

Caso particular: Matriz 3 x 3.
a1 G12 13
Para una matriz A = [ as; aoo ao3 |, primero calculamos:

a31 daz2 G33
det(A) = Cln(a22a33 - a23a32) - CL12(G21033 - @23a31) + a13(a21@32 - a22a31)-
Luego, la matriz de cofactores es:

—|—(a22a33 - a23a32) —(a21a33 - 0236131) +(CL21CL32 - Cl226l31)
C= —(CL12@33 - alsasz) +(a11a33 - a13a31) —(011032 - a12a31)
+(a12a23 — a13a22) —(ar1a23 — ar3a21) +(a11022 — a12a21)

La matriz adjunta es adj(A) = C7, y finalmente:

1
~ det(A)

At adj(A).
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Ejemplo 1.18 (18). Cadena de Markov con tres estados. Consideremos una cadena
de Markov con espacio de estados S = {1,2,3} y matriz de transicion:

1 1
Y3
P=17 3 1
111
4 4 2

1.7. Comunicacion entre Estados

Una pregunta fundamental en la teoria de cadenas de Markov es: jpuede la cadena alcan-
zar un estado partiendo desde otro? Esta pregunta nos conduce a las nociones de accesibili-
dad y comunicacién, conceptos que clasifican los estados de acuerdo con su “conectividad”
en el grafo de transiciones.

Definicién 1.6. Sea {X,, : n € N} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados
S. Decimos que un estado j es accesible desde un estado i (denotado i — j) si existe un
entero n > 0 tal que:
P(X,=j|Xo=1)=p] >0
FEquivalentemente, existe un camino (posiblemente de longitud cero) que conecta i con j
con probabilidad positiva.

Definicién 1.7. Dos estados i y j se comunican (denotado i <> j) si son mutuamente
accesibles, es decir, sii—J y j — 1.

Observaciéon 1.10. La relacion “se comunica con” es una relacion de equivalencia: es refle-
ziva (i <> i para todo i), simélrica (i <> j = j <> 1), y transitiva (i <> j y j <> k implica
i< k).

Por lo tanto, la relacion de comunicacion particiona el espacio de estados S en clases de
comunicacion disjuntas. Dos estados pertenecen a la misma clase si y solo si se comunican
entre si.

Ejemplo 1.19 (19). Mowilidad social revisitada. Reconsideremos la cadena de Markov
del Ejemplo 4 que modela la movilidad socioecondmica con estados S = {B, M, A} (baja,
media, alta). Supongamos que la matriz de transicion es:

0.6 0.3 0.1
P=102 05 03],
0 0 1

donde las filas y columnas corresponden a los estados B, M y A, respectivamente.
Analicemos la accesibilidad:

» Desde B podemos alcanzar M con probabilidad pgy = 0.3 > 0, de modo que B — M.
s Desde M podemos alcanzar A con probabilidad pyra = 0.3 > 0, de modo que M — A.

s Desde A no podemos alcanzar B o M
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En consecuencia, tenemos dos clases de comunicacion:

1.

2.

Clase 1: {B, M} donde B <+ M (ambos se comunican).

Clase 2: {A} que es una clase unipuntual (estado absorbente).

Observe que una vez que la cadena entra la tercera clase {A} (estado de clase alta),
permanece ahi indefinidamente con probabilidad 1.

Definicién 1.8. Una cadena de Markov se llama irreducible si todos sus estados pertenecen
a una unica clase de comunicacion, es decir, si cualesquiera dos estadost,j € S se comunican
mutuamente (i <> j). De forma equivalente, todo estado es accesible desde cualquier otro
estado.

Ejemplo 1.20 (20). Cadena con varias clases de comunicacion. Consideremos una
cadena de Markov con espacio de estados S = {1,2,3,4,5,6} y matriz de transicion:

05 05 0 0 0 O
03 07 0 O O O
p_ 0 0 1 0 0 O
0 0 04 0 06 0
0O 0 0 0 1 O
0 0 0 0 0 1

Analicemos la estructura de comunicacion:

Clase 1: Estados {1,2}. Desde el estado 1 podemos alcanzar el estado 2 con pyo =
0.5 > 0, y desde el estado 2 podemos alcanzar el estado 1 con pa; = 0.3 > 0. Por lo
tanto, 1 <+ 2. Observe que desde estos estados no podemos escapar: p13 = p1a = P15 =

P16 =0 yYprz=pos=--+=pas=0.

Clase 2: Estado {3}. Este es un estado absorbente: ps3 = 1 y ps; = 0 para j # 3.
Una vez que la cadena entra en este estado, permanece ahi para siempre.

Clase 3: Estado {4}. Desde el estado 4 podemos alcanzar el estado 5 con probabilidad
pas = 0.6 > 0, pero desde el estado 5 tenemos ps5 =1 y psa = 0, lo que significa que
una vez en el estado 5, la cadena permanece alli. Asi pues, 4 — 5 pero NO 5 — 4, de
modo que 4 y & NO se comunican. Como {4} no se comunica con otros estados, forma
entonces su propia clase de comunicacion.

Clase 4: Estado {5}. Este es un estado absorbente: ps5 =1 y ps; =0 para j # 5.

Clase 5: Estado {6}. Este es un estado absorbente: psg = 1.

Esta cadena es reducible porque posee cinco clases de comunicacion.

Ejemplo 1.21 (21). Caminata aleatoria simétrica. La caminata aleatoria simétrica del
Ejemplo 2 con espacio de estados S = 7 es un ejemplo de cadena irreducible. Desde cualquier
entero i, podemos alcanzar cualquier otro entero j sequindo una secuencia de pasos hacia
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arriba (incrementos de +1) y hacia abajo (decrementos de —1). Por ejemplo, desde el estado
0 podemos alcanzar el estado 5 mediante la secuencia 0 — 1 — 2 — 3 — 4 — 5, cada
transicion ocurriendo con probabilidad % De hecho, existen multiples caminos desde 0 hasta
5, por lo que 0 — 5 (y mutuamente 5 — 0).

Esta irreducibilidad es una propiedad estructural fundamental de la caminata aleatoria
simétrica: la cadena “explora” potencialmente todo el espacio de estados.

Ejemplo 1.22 (22). Cadena de las horas del reloj. Recordemos el Ejemplo 14 de
la cadena de las horas. Desde cualquier hora i, podemos alcanzar cualquier otra hora j
avanzando j—i (méd 12) horas. Por ejemplo, desde las 8 podemos alcanzar las 7 avanzando
4 horas (3 -4 —5—6—7), 0o avanzando 16 horas (3 -4 — --- — 19 =7 (mdd 12)).
Ademds, podemos regresar desde las 7 a las 8 avanzando 8 horas. Por lo tanto, dos estados
cualesquiera se comunican, y la cadena es irreducible.

1.8. Distribuciones Periodicas: Periodo de un Estado

Hemos visto que ciertos estados pueden ser accesibles desde otros, pero existe una pro-
piedad adicional que afecta la estructura de la cadena: el periodo de un estado. El periodo
mide la periodicidad con la cual la cadena puede regresar a un estado dado.

Definicién 1.9. El periodo de un estado i es un niumero entero no negativo, denotado por
d;, y definido como
di=ged{n>1:p" >0},

donde ged denota el mdzimo comun divisor. Si pgf) = 0 para toda n > 1, se define d; = 0.
En particular, se dice que un estado i es aperiédico si d; = 1. Cuando d; = k > 2, se dice
que i es periddico de periodo k.

Ejemplo 1.23 (22). Cadena de las horas ciclica. Recordemos la cadena del Ejemplo
14, donde X, 11 = (X, + 1) méd 12. Debido a que cada estado se alcanza incrementando el
reloj en 1 unidad, tenemos:

La cadena retorna al estado 0 (las 12 en punto) después de exactamente 12 pasos:
(12)
Poo = 1.

La cadena no retorna al estado 0 en ningin otro niumero de pasos: p(()"o) = 0 para

n #12,24,36, . ..

Por lo tanto, el conjunto de retorno es {12,24,36,...} = {12k : k > 1}.

El periodo es dy = ged(12,24,36,...) = 12.

De forma similar, para cualquier hora v, el periodo es d; = 12. La cadena es periddica
con periodo 12.

Ejemplo 1.24 (23). Caminata aleatoria simétrica. Para la caminata aleatoria simétri-
ca del Ejemplo 2, considere un estado particular, digamos el 0. Tenemos:
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= Fin 1 paso: p(% =0 (no podemos regresar en 1 paso puesto que cada paso es +1).

. En?pasos.'p@):Plel,Yg:—l +PY,=-1,Y,=1)=14+1=1>0
0,0 47172

= fin 3 pasos: pé:j’()) = 0 (imposible regresar en un nimero impar de pasos).

s En /J pasos: pg}()) > 0 (retornos como +1,4+1,—1,—1 o +1,—1,+1,—1, etc.).
El conjunto de retorno es {2,4,6,8,...} (todos los nimeros pares), y el periodo es:
do = ged(2,4,6,8,...) = 2.
Proposicion 1.5. FEl periodo es una propiedad de clase: si dos estados i y j se comunican
(i + j), entonces tienen el mismo periodo: d; = d;.
Demostracion. Supongamos que i <+ j. Entonces existen m,n > 1 tales que
(m) (n)
pij > 0, P’ > 0.
Definimos
Ai:{r21:pg)>0}, Aj:{r21:p§~;)>0},

y d; = ged(4;), d; = ged(4;).

Paso 1: d; | d;.

Sea r € A;. Entonces p\”

i

> (. Por Chapman—Kolmogorov,

Py > i i s g,

luego m +n +1r € Aj.
@

Como también p{” > 0, se obtiene ignalmente

m+n+2r € Aj.

Como d; divide todos los elementos de A;, divide m +n +r y m +n + 2r, y por tanto
su diferencia:
(m+n+2r)—(m+n+r)=r.

Asi, todo r € A; es divisible por d;, y por lo tanto

d; | d;.
Paso 2: d; | d;.
Intercambiando los papeles de 7 y j y repitiendo el argumento, se obtiene
d; | d;.
Concluimos que d; = d;. O

Proposicion 1.6. Si un estado i en una cadena de Markov tiene periodo d;, entonces existe

un entero N (que depende de i) tal que para todo n > N:

(n-dy)

Di;
Como corolario de la proposicién anterior se tiene que si acaso es posible pasar de 7 a j en

m pasos, entonces también es posible tal transicién en m +n - d; pasos con n suficientemente

grande, suponiendo d; > 1.

> 0.
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1.9. Primeras Visitas

Una pregunta fundamental en la teoria de cadenas de Markov es: ;cudl es la probabilidad
de que una cadena alcance un estado (o conjunto de estados) por primera vez exactamente
en el paso n? Esta pregunta lleva a la definicién de tiempo de primera visita y a las
correspondientes probabilidades, que son herramientas esenciales para estudiar la estructura
y el comportamiento a largo plazo de las cadenas de Markov.

Definicién 1.10. Sea {X,, : n € N} una cadena de Markov con espacio de estados S, y sea
B C S un conjunto no vacio de estados. El ttempo de primera visita a B partiendo del
estado 1 se define como:

Tg):min{nzl:XnEB\oni},
()

donde convenimos que T’ = oo si la cadena nunca alcanza B partiendo de i.

Observacion 1.11. Para el caso especial donde B = {j} es un estado unico, escribimos
simplemente T]@ en lugar de T{(;)} El evento {T]@ = n} significa que la cadena alcanza el
estado j por primera vez en exactamente n pasos, partiendo del estado i. FEste evento puede

escribirse como:
{T]@ =n}={X, =7,Xs #J para todo k =1,2,... ,n—1]| Xy =1i}.

Definicién 1.11. Sea {X,, : n € N} una cadena de Markov con espacio de estados S, y sean
1,5 € S. Definimos la probabilidad de primera visita de i a j en n pasos como:

fi(f):P(T]@):n):P(Xn:j,Xk%jparakzly.”’n_l|X0:Z'>‘

Alternativamente, es la probabilidad de que, comenzando en i, la cadena llegue a j por
primera vez exactamente en n pasos.

Ejemplo 1.25 (25). Caminata aleatoria sesgada en tres estados. Considere una
cadena de Markov con espacio de estados S = {1,2,3} y matriz de transicion:

03 07 0
P=102 04 04
0 0 1

Aqui el estado 3 es absorbente. Queremos calcular fl(g), la probabilidad de que, comen-
zando en el estado 1, la cadena alcance el estado 3 por primera vez en exactamente n pasos.

Paran = 1: f1(13) =P(X; =3]|Xo=1) =p13 =0 (no hay transicion directa desde 1 a

Para n = 2: El inico camino de 1 a 3 sin pasar por 3 en el paso 1 es1 — 2 — 3, con
probabilidad py 2 - pa3 = 0.7 x 0.4 = 0.28. Por lo tanto, f1(23) = 0.28.

Paran = 3: Hay dos caminos:

» 1 = 1—=2—=3: probabilidad p1 1 - p12-p2s = 0.3 x0.7x 0.4 = 0.084.
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s 1 — 22— 3: probabilidad py 5 - pao - pas = 0.7 x 0.4 x 0.4 = 0.112.

Por lo tanto, f{%) = 0.084 +0.112 = 0.196.

Proposicion 1.7. La probabilidad de transicion en n pasos desde 1 a j puede descomponerse
en términos de la probabilidad de primera visita. Fspecificamente, si la cadena aceede de i a
7 en exactamente n pasos, entonces debe haber alcanzado j por primera vez en algun paso
k <n, y luego hacer la trayectoria completa de j a j en n — k pasos. Formalmente:

) N= k) (k)
py =D Ly pl
k=1

donde convenimos que p( ) =1 (sin dar pasos, permanecemos en j).

0
JJj
Demostracion. Particionamos todos los caminos de ¢ a 7 en n pasos de acuerdo al tiempo en
el que se realiza la primera visita a j:

(Xo=J| Xo=i} = J{Xu =), 7" =k | Xo =1i}.
k=1

Estos eventos son disjuntos para diferentes valores de k. Por lo tanto:
Y =P(X, =7 | Xo=1) = > P(X, =g =k | Xo=1).
k=1

Ahora, si TJ@ = k, entonces X, = j y la cadena no ha visitado j en los pasos 1,...,k — 1.

De forma condicional a X; = j, el evento {X,, = j} depende tnicamente de la evolucién
de la cadena desde el paso k en adelante, que es independiente del pasado (propiedad de
Markov). Asi:

P(X,=jm) =k|Xo=i)=P(r) =k | Xo=1) - P(X, = | Xp =5) = £ - 7.

ij
Sumando sobre k, obtenemos la formula deseada. O

Definicién 1.12. Definimos la probabilidad de eventual alcance de j partiendo de i
como:

fa =D 15 =B <oo| Xo=1).
n=1

Esta es la probabilidad total de que la cadena alcance el estado j en algun momento del
futuro, partiendo del estado 1.

Observacion 1.12. La cantidad f;; representa la probabilidad de que la cadena alguna vez
visite el estado j comenzando desde . Tiene interpretaciones muy utiles:

» St fij =1, decimos que j es accestble con certeza desde i: con probabilidad total, la
cadena eventualmente alcanzard j.
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» Si fi; <1, existe una probabilidad positiva 1 — f;; de que la cadena nunca alcance j
partiendo de 1.

» En particular, si i = j, entonces f;; es la probabilidad de que la cadena regrese al
estado i en algun momento futuro. Esta cantidad es crucial para definir nociones de
recurrencia y transitoriedad de los estados.

Ejemplo 1.26 (26). Caminata aleatoria simétrica: Probabilidad de retorno. Para
la caminata aleatoria simétrica en Z del Ejemplo 2, calculemos fop, la probabilidad de que
la cadena regrese alguna vez al estado 0 partiendo de 0.

Recordemos que el periodo es dy = 2, ast que la cadena solo puede retornar al 0 en tiempos
pares. Para n = 2k (nimero par), la probabilidad de retorno en exactamente 2 pasos es:
) 1 1 1

f0,0 IED(XQIO,Xl?éO’XOIO):IED(Yl:1,}/2:—1)4—1?(}/1:—1,}/2:1) :Z+Z:§

Para el retorno en 4 pasos, debemos evitar retornar en los primeros 2 pasos. Los caminos
de retorno en 4 pasos sin tocar 0 intermediamente incluyen secuencias como (+1,+1,—1,—1),
(+1,—1,+1,—1), ete. El cdlculo directo es mds complejo, pero mediante técnicas analiticas
(funciones generadoras), puede demostrarse que:

foo=Y_ fo=1.
n=1

Este es un resultado célebre: la caminata aleatoria simétrica en Z es recurrente, es
decir, con probabilidad 1, la cadena regresa al estado inicial (y de hecho, visita cualquier
estado infinitamente a menudo).

Ejemplo 1.27 (27). Caminata aleatoria sesgada: Transitoriedad. Consideremos una
caminata aleatoria en 7 con P(Y; =1)=p yP(Y; = —1) =q¢=1—p, donde p # %
Supongamos p = 0.6 (sesgada hacia la derecha). Intuitivamente, si comenzamos en el
estado 0, con probabilidad 1 la cadena “fluye” hacia 400, por lo que la probabilidad de
retornar al 0 debe ser menor que 1. De hecho, mediante andlisis de funciones generadoras,

puede demostrarse que:
q 04 2
=(-)]=—==-<1
foo (p> 06 3

Por lo tanto, existe una probabilidad positiva 1 — foo = % de que la cadena nunca retorne
al estado 0. En este caso, decimos que la cadena es transitoria: comenzando en cualquier
estado, existe una probabilidad positiva de nunca visitarlo nuevamente.

Ejemplo 1.28 (28). Cadena con estado absorbente. Reconsideremos el Ejemplo 25 con
matriz de transicion:

03 07 0
P=102 04 04
0 0 1

Ya calculamos que:
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. f1(13) =0 (no hay transicion directa desde 1 a 3).
. f1(23) = 0.28 (unica ruta 1 —2 — 3).

. f1(33) = 0.196 (dos rutas).

La probabilidad de eventual alcance es fi3 = > -, 1(%) Dado que el estado 3 es ab-

sorbente y la cadena no puede “escapar” a infinito, intuitivamente esperamos que fi3 = 1:
comenzando en cualquier estado 1 o 2, eventualmente la cadena serd absorbida por el estado
3 con certeza.

De hecho, de la matriz podemos ver que desde el estado 1 o 2, la dunica forma de no
alcanzar el estado 3 es permanecer indefinidamente en los estados 1 y 2. Pero estos estados
se comunican (viajan entre si) con probabilidad positiva, y eventualmente la cadena saldrd
de este “grupo” y serd absorbida por 3. Asi, fi3=1.

— Termina material del primer parcial —

1.10. Estados Recurrentes y Transitorios

Veremos a continuacion que los estados de una cadena de Markov pueden ser clasificados,
en una primera instancia, en dos tipos, dependiendo de si la cadena es capaz de regresar con
certeza al estado de partida. Esta dicotomia es esencial para entender el comportamiento
a largo plazo de la cadena: en algunos modelos, la cadena vuelve inevitablemente a ciertos
estados; en otros, existe una probabilidad positiva de abandonar un estado para no regresar
nunca.

En esta seccion utilizaremos la nocién de primeras visitas introducida previamente. En
particular, para un estado i € S recordemos que

es la probabilidad de volver a visitar el estado i en algin tiempo futuro (en un tiempo finito),
partiendo de 7.

Definicién 1.13 (Recurrencia y transitoriedad (I)). Se dice que un estado i es recurrente
st la probabilidad de eventualmente regresar a i, partiendo de v, es uno; es decir, si

P(X, =1 para algunan > 1| Xo=1i) = 1.

Un estado que no es recurrente se llama transitorio; en tal caso, la probabilidad anterior
es estrictamente menor que uno.
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De manera intuitiva, un estado es recurrente si con probabilidad uno la cadena es capaz
de regresar eventualmente a ese estado. Mdas ain, cuando la cadena regresa en algin tiempo
finito, por la propiedad de Markov el proceso se reinicia desde i y, en ese sentido, puede
regresar a ¢ una y otra vez con probabilidad uno. En cambio, el estado se llama transitorio
si existe una probabilidad positiva de que la cadena, iniciando en él, ya no regrese nunca a
ese estado.

La definicion anterior puede enunciarse de manera equivalente en términos de las proba-
bilidades de primera visita.

Definicién 1.14 (Recurrencia y transitoriedad (II)). Un estado i es recurrente si f; =1,
es decir, si la probabilidad de regresar a i en un tiempo finito es uno. Andlogamente, un
estado 1 es transitorio si f; < 1.

Observacion 1.13. La cantidad f; se interpreta como una probabilidad de retorno eventual.
En contraste, las cantidades pgf) miden la probabilidad de estar en i exactamente después de
n pasos. El criterio siguiente conecta ambas familias de cantidades.

Ademas de la definicién, tenemos el siguiente criterio ttil para determinar si un estado
es recurrente o transitorio.

Proposicién 1.8 (Criterio de recurrencia/transitoriedad). Sea {X,, : n € N} una cadena de
Markov homogénea con espacio de estados S y sea i € S. Entonces:

(a) El estado i es recurrente si, y sdlo si,
o
S
n=1

(b) El estado i es transitorio si, y solo si,
> pl < 0.
n=1

Demostracion. Fijemos un estado ¢ € S y supongamos que la cadena inicia en Xy = 1.
Definamos la variable aleatoria N; como el numero total de visitas al estado i después del

instante inicial:
o
Ni = Z 1{Xn:i}-
n=1

Por definicion, la probabilidad de regresar al menos una vez al estado ¢ en un tiempo finito es
fii- Si el proceso regresa, por la propiedad fuerte de Markov evaluada en ese primer instante
de retorno, la cadena se reinicia. Por ende, la probabilidad de realizar al menos k£ retornos,
dado que ya presenciamos k — 1 retornos, sigue siendo f;. Utilizando este argumento de
manera inductiva, la suma de los primeros retornos nos da que la probabilidad de que haya
al menos k visitas es:

P(N; > k| Xo=1i)=fF k>1

)
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Si reescribimos esto en su forma puntual, P(N; = k | Xo = i) = P(N; > k) — P(N; >
k+1) = fE(1 — fi). Es decir, vemos facilmente que la variable aleatoria N; tiene una
distribucién geométrica sobre el conjunto {0, 1,2,...} con pardmetro de ”éxito” 1 — f;;.

Procedamos a calcular E[V; | X = 7] de dos maneras distintas. Usando la definicién por
variables indicadoras, la linealidad de la esperanza y el teorema de convergencia mondtona
nos otorgan:

E[N; | Xo =i =E

> Lgx,—y | Xo= 2] =Y P(X,=i| Xo=1)=) pi’.
n=1 n=1 n=1

Alternativamente, como N; es una variable aleatoria no negativa, su esperanza puede obte-
nerse sumando las probabilidades de sus colas:

E[N; | Xo=i] =) P(N; >k|Xo=i)=) fk
k=1

k=1
Para concluir, veamos los dos casos posibles:

» Si fi; < 1 (esdecir, 7 es transitorio), la suma de las colas es una serie geométrica conver-
gente con valor % < 0. Igualando ambos cdlculos, encontramos que Y- pﬁf ) < .
2 -

» Si f;; = 1 (es decir, i es recurrente), los términos en la serie no decaen, por lo que

la suma de las colas diverge (E[N; | Xo = i| = 00). Por equivalencia, esto implica
directamente que - p™ = oo,
Esto demuestra los incisos (a) y (b) estableciendo el criterio de sumabilidad. O

00 (n)

Observacién 1.14. Como se evidencid en la prueba, 1 + E[N; | Xo = 1] = > 7 pii
representa el numero total esperado de wisitas al estado i, partiendo de v e incluyendo el
tiempo t = 0. El criterio establece, de manera natural e intuitiva, que un estado es transitorio
si su numero total esperado de visitas es finito, lo cual concuerda con una probabilidad de
retorno estrictamente menor a uno, por el contrario, un estado es recurrente si esperamos
visitarlo un numero infinito de veces.

Ejemplo 1.29. Un estado absorbente es recurrente. Si i es absorbente, entonces
pii = 1 y por lo tanto pz(»?) =1 para todo n > 1. En consecuencia,

ipg?)Zilzoo,
n=1 n=1

de modo que i es recurrente.

Ejemplo 1.30. Un ejemplo transitorio en dos estados. Considere la cadena con

S={0,1} y
_(1l-pp
P_( 0 1), 0<p<l.
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Partiendo de 0, se tiene p(()g) = (1 —p)", y por lo tanto

Yoo => (1-p= % < 00.
n=1 n=1

Asi, el estado 0 es transitorio. (En cambio, el estado 1 es absorbente y por ende recurrente.)

El criterio anterior nos permite establecer una tercera caracterizacion, quizas la mas
intuitiva, basada en el nimero promedio de retornos.

Definicién 1.15 (Recurrencia y transitoriedad (III)). Sea N; el nimero total de visitas al
estado i después del tiempo 0. Decimos que el estado i es recurrente si, y solo si, el nimero
promedio de retornos a €l es infinito:

Equivalentemente, i es transitorio si, y solo si, E[N; | Xo = i] < co.
Ejemplo 1.31 (Caminata aleatoria simple en Z). Consideremos la caminata aleatoria donde

Piit1 =D Y Dii—1 = 1 — p. Del andlisis combinatorio (o utilizando la formula de Stirling),

conocemos el comportamiento asintotico de pgé).

Caso simétrico (p = 1/2): Sabemos que p(()zon) ~ \/Lﬁ Al sumar estos términos, obte-

nemos una serie armonica generalizada (tipo 1/n'/?) que diverge:

> v = oe.
n=1

Por lo tanto, la caminata aleatoria simétrica es recurrente.

Caso asimétrico (p # 1/2): En este caso, la probabilidad de retorno decae, grosso

modo, exponencialmente: p(()zon) ~ %. Como p # 1/2, se tiene 4p(1 —p) < 1, por lo que

la serie converge:
o
(n)
ZPOO < 0.
n=1

Por lo tanto, la caminata asimétrica es transitoria.

A continuacion demostramos que la recurrencia es una propiedad compartida por todos
los estados de una misma clase de comunicacion.

Proposicién 1.9 (La recurrencia es propiedad de clase). Sean i,j € S dos estados que se
comunican (i < j).

(a) Sii es recurrente, entonces j es recurrente.

(b) Sii es transitorio, entonces j es transitorio.
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Demostracion. Demostraremos (a). Supongamos que i es recurrente. Como i <> j, existen
enteros n,m > 0 tales que pl(-;t) >0y pg-’in) > 0. Para cualquier entero k£ > 0, consideremos la
probabilidad de ir de 7 a j en m + k + n pasos, forzando la trayectoria a pasar por i. Por la

desigualdad de Chapman-Kolmogorov:

m-+k+n m k n
Pg'j htn) > P('z' )pz(i )pz('j)-

Sumando sobre todos los £ > 0:

m~+k+n m) (n k
D on =iy e
k=0 k=0

(n)

(T) y p;;’ son positivos, el lado derecho es

Como 7 es recurrente, Zpgf ) = 0. Dado que p;

infinito (producto de constantes positivas por infinito). Esto implica que ), pg? = 00, por
lo que j es recurrente. La parte (b) se sigue por el contrarreciproco de (a). O

Esto significa que, al descomponer la cadena en clases de comunicacién, podemos clasificar
cada clase entera como recurrente o transitoria. Si la cadena es irreducible, entonces toda
la cadena es recurrente o toda la cadena es transitoria.

Ejemplo 1.32. En la cadena de dos estados sia,b € (0,1), entonces la cadena es irreducible

y recurrente. Calculemos explicitamente foo o recordemos pég).

Ejemplo 1.33 (Cadena de rachas). Consideremos la cadena de rachas de éxitos (obtener
sol) en lanzamientos de una moneda (con prob. de éxito p). Esta cadena es irreducible en
S =4{0,1,2,...}. No es dificil demostrar, por ejemplo calculando fo0, que el estado 0 es
recurrente. Como es irreducible, todos los estados son recurrentes. Comentario: Incluso un
estado “dificil” de alcanzar como 9999 (una racha de 9999 éxitos sequidos) es recurrente
y serd visitado en promedio infinitas veces con probabilidad 1. Cabe prequntarse ;Qué tan
frecuentes serdn esas visitas?.

Proposicién 1.10 (Existencia de recurrentes en espacios finitos). Toda cadena de Markov
con espacio de estados finito tiene por lo menos un estado recurrente.
Demostracion. Demostracion por contradiccion. Supongamos que todos los estados son tran-

sitorios. Sea S finito. Si todos son transitorios, entonces para todo 7,7, Y pz(-;”) < 00.

Consideremos la suma sobre j: para cada n, ) jes pﬁ?) = 1. Sumando sobre n:
DI I
pz] .
n=0 jes n=0

Intercambiando la suma (valido por ser S finito):
> () -
jeS \n=0

Esto contradice el hecho de que cada suma interna ) pl(-;”) es finita (pues todo j es transi-
torio) y la suma de un ndimero finito de términos finitos debe ser finita. Por lo tanto, debe
existir al menos un estado recurrente. O]
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La siguiente proposicién nos da informacion sobre el comportamiento limite de las pro-
babilidades de transicion hacia estados transitorios.

Proposicion 1.11. 5@ j es un estado transitorio, entonces para todo i:
oo
(n) . (n) _
D py <o = limp =0
n=1

Demostracion. Sea fl-(f) = P;(T; = n) la probabilidad de que la cadena visite j por primera
vez en el tiempo n. Paran > 1,

(n) _ (k) (n—Fk)
i =D 1y i
k=1
Sumando en n desde 1 hasta oo obtenemos

2op =20 A
n=1

n=1 k=1

Como todos los términos son no negativos, podemos cambiar el orden de suma:

(n) _ (k) (m)
sz‘j = Zfz'j ijj :
n=1 k=1 m=0

Observamos que
k

Zfz(j) = fz’j <L

k=1

Ademas, como j es transitorio,

>y <o
m=0
Por lo tanto,

0o 0o
S = 13 <o
n=1 m=0

(n)

Concluimos que la serie ) 7", p;;” converge. O

1.10.1. Visitas a un estado: el caso general Nj;

Generalicemos la nocién de visitas. Sea V;; el numero total de visitas al estado j hasta
el tiempo n partiendo desde i:

Nij(”) = Z 1ix, =5 dado que Xy = 1.
k=1

y definamos N;; = lim,,_,o N;j(n) como el nimero total de visitas a j a lo largo de toda la
evolucion de la cadena, partiendo de i.
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Proposiciéon 1.12. Para cualesquiera estados i,j € S. La variable N;j con soporte en
{0,1,2,...} U{oo} satisface las siguientes propiedades:

1. La cola de la distribucion de Nj;:

P(Ny > k) :=P(N; > k| Xo =1i) = fuf5:", parak > 1.

17
2. La funcion de masa de N;;:

1 — fi si k=0

PNy = k) =B =k [ Xo=1) = {fml ~ i sik 21

3. La esperanza:

(Interpretamos 1/0 como oo si fj; =1).
4. Probabilidad de infinitas visitas:
» Sij es transitorio (f;; < 1): P(N;; = 00) = 0.
» Sij es recurrente (f;; =1): P(N;; = 00) = fij.
5. Probabilidad de finitas visitas:

w Sij es transitorio: P(N;; < oo) = 1.

n Sij es recurrente: P(N;; < o0o) =1 — f;; (es la probabilidad de nunca visitarlo).

Demostracion. Demostraremos tnicamente el primer inciso. Procedemos condicionando so-
bre el tiempo de la primera visita al estado j, denotado por ;.

n=1

Si la primera visita ocurre en el tiempo n, por la propiedad fuerte de Markov el proceso
se reinicia en j. Para acumular al menos k visitas en total, se requieren al menos k£ — 1
visitas adicionales (retornos) partiendo ahora desde j. Por la demostracién del Criterio de
Recurrencia (donde vimos que Nj; es geométrico), sabemos que P(N;; > k—1| X, =j) =
ffj’l. Sustituyendo esto en la suma:

(e} o
o k—1p(n) _ rk—1 (n) _ pk—1
P(Ny 2 k| Xo=d) =) [0 =17 D10 = 1
n=1 n=1
Los demas incisos se siguen directamente de este resultado. O]
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Observaciéon 1.15 (Propiedad fuerte de Markov). En la dltima demostracion hemos utili-
zado la proptedad fuerte de Markov. Enunciémosla brevemente.

Sea T un tiempo de paro respecto a la filtracion natural de la cadena, es decir, una
variable aleatoria con valores en NU {oo} tal que el evento {7 = n} depende inicamente de
Xo, X1,...,X,. La propiedad fuerte de Markov establece que, condicionado en que T < 00 y
en el valor X, =1, el proceso posterior { X iy tn>0 tiene la misma distribucion que la cadena
wmictando en i:

P(Xrpn=J | Xr =i, T <o00) = pz(;‘l)'

sEn qué se diferencia de la propiedad de Markov ordinaria? La propiedad de
Markov aplica en tiempos deterministas n: el futuro depende del presente pero no del pasado.
La propiedad fuerte extiende esto a tiempos de paro aleatorios, como el tiempo de primera
visita 7;. Esto no es evidente: el tiempo 7; puede ser arbitrariamente grande y la cadena vista

antes de 7; puede revelar informacion complicada sobre el pasado.

Antes de enunciar el teorema ergddico, resumamos las implicaciones de la clasificacién
en recurrente/transitorio para el nimero de visitas a un estado j partiendo de un estado i
cualquiera.

» Transitoriedad y niimero de visitas: Si j es transitorio, entonces sin importar el
estado inicial 7, con probabilidad uno la cadena realiza sélo un ntimero finito de visitas
al estado 7. El nimero esperado de visitas es siempre finito:

E[Ny] =) _pj) <oco = lim pj) =0.

n=1

» Recurrencia y nimero de visitas: Si j es recurrente y se inicia en j, entonces con
probabilidad uno la cadena regresa a j una infinidad de veces, y el niimero esperado
de visitas es infinito. Si la cadena inicia en cualquier otro estado 7, existe la posibilidad
de que nunca visite j (fi; < 1). Pero si la cadena visita j alguna vez (con prob. fi;),
entonces regresara a j una infinidad de veces.

1.11. Tiempo medio de retorno

Hemos visto que si una cadena de Markov inicia en un estado recurrente, entonces regresa
a ¢l una infinidad de veces con probabilidad uno. Ya definimos 7; como el tiempo de primera
visita. Ahora definiremos el tiempo medio de retorno.

Definicién 1.16 (Tiempo medio de retorno). Para un estado recurrente j, definimos el
tiempo medio de retorno pj; como la esperanza de 7; partiendo de j:

[e.o]

;= E[7; | Xo = j] :Z” J(Jn)

n=1
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Ejemplo 1.34 (Cadena de dos estados). Consideremos nuevamente la cadena de dos estados
(0,1) con matriz de transicion
l—a a
r=(" )

Queremos calcular el tiempo medio de retorno al estado 0 usando la definicion pioo = > oo, nfég).
Primero calculemos las probabilidades de primer retorno fég) :

» Paran = 1: El unico camino es 0 — 0. Asf, féé) =poo=1—a.

» Para n > 1: El camino debe ser de la forma 0 - 1 — 1--- — 1 — 0. Es decir,
salimos de 0 a 1 (probabilidad a), permanecemos en 1 durante n—2 pasos (probabilidad
(1 —0)""2), y finalmente regresamos a 0 (probabilidad b).

= a1 =) %, n>2.

Ahora calculamos la esperanza:
1 n
poo =1+ &g + anéo)
n=2

=(1—a)+ in ~ab(1 —b)" 2.

n=2

Haciendo el cambio de variable k = n—2 (de modo que n = k+2), la suma se convierte en:

abi(k +2)(1 —=b)F =ab [i k(1 —b)k + 2%(1 —b)*|.

Recordando las series geométricas para |[1—b| < 1 (puesb € (0,1)): Y27 ((1—b)F = —4

1-(1-b)

oy > o k(1 —b)k =5t Sustituyendo estos valores:

l_b—i—g}:(l—a)—l—a

72 2 +2a:1—|—a+g—a:1+g.

b b b

,uo(]:(l—a)—i—ab[

Concluimos que el tiempo medio de retorno es finito. Por simetria, pi; = 1+ %

Ejemplo 1.35 (Recurrencia nula en la caminata aleatoria simétrica). aleatoria simétrica

simple en Z (p = 1/2). Ya sabemos que este estado es recurrente (Zpgé) = o0). Veremos
ahora que su tiempo medio de retorno es infinito, lo que se conoce como recurrencia nula.

Una forma intuitiva de verlo es mediante el siguiente argumento de esperanza condicional.
Sea p = E[ry | Xo = 0] el tiempo medio de retorno. Condicionando en el primer paso:

1 1
=1+ éE[tiempo para ir de 1 — 0] + §E[tiemp0 para ir de —1 — 0].

Por simetria, el tiempo esperado para 1r de 1 — 0 es igual al de —1 — 0. Llamemos a este
valor x. Entonces p =1+ x. Ahora bien, para ir de 1 a 0, damos un paso.
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» Con probabilidad 1/2 vamos a 0 (tardamos 1 paso).

» Con probabilidad 1/2 vamos a 2. Estando en 2, para llegar a 0 primero debemos llegar
a1 (tiempo esperado x) y luego de 1 a O (tiempo esperado x).

Esto nos da la ecuacion para x:
1 1
T = 1+§(0)+§(2x) =1+uz.

Obtenemos la ecuacion x =1+ x, la cual no tiene solucion finita. Esto sugiere que x = 0o,
y por tanto el tiempo medio de retorno p =1+ x también es infinito.

1.11.1. Analisis del primer paso

El andlisis del primer paso es una técnica general para calcular tiempos esperados (de
visita, de retorno, de absorcién, etc.) en cadenas de Markov. La idea es condicionar sobre el
valor de X; —el primer paso— y usar la propiedad de Markov para traducir el problema en
un sistema de ecuaciones lineales.

Método general. Sea h; = E[7; | X, = 7] el tiempo esperado para alcanzar por primera
vez el estado objetivo 7, partiendo de 7. Condicionando sobre Xj:

hi =E[r; | Xo =i =Y puElr; | Xo =i, X = k].
keS

Por la propiedad de Markov, dado X; = k, estamos en el estado k y el tiempo restante
para llegar a j tiene la misma distribucién que 7; partiendo de k. Como ya gastamos 1 paso,
obtenemos:
hi =1+ pihe,  i#],
Py

con la condicién de frontera h; = 0.

Este sistema lineal, uno por cada estado ¢ # j, determina los tiempos esperados. En
particular, para calcular el tiempo medio de retorno (7 = j), basta notar que desde j damos
un paso obligatorio a algin vecino k, de modo que:

s =1+ o by,
ki

donde h,(cj ) es la solucién del sistema anterior con objetivo j.

Ejemplo 1.36 (Cadena de tres estados). Consideremos la cadena con S = {0,1,2} y matriz
de transicion

12 1/2 0
P=|1/4 172 1/4
0 1/2 1/2

Queremos calcular el tiempo medio de retorno al estado 0, es decir, juoo-
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Definimos h; = E[ry | Xo = i] con hg = 0. Las ecuaciones de primer paso para i =1 e
1 =2 son:

1 1 1
hi =14 pioho + p11h1 + przhe = 1+ Z_L(O) + §h1 - th’

1 1
hg =1 +p21h1 +p22h2 =1+ §h1 + §h2

De la sequnda ecuacion, despejando hs:
1 1
h2—§h2:1—|—§h1 — hy =2+ hy.

Sustituyendo en la primera:

1 1 1 1 1 3 3
hi=14-hi+-24+h)=14+=h1+=+4+-h1 ==+ -hy.
1=l gt @ h) =1 ghit g =gt g
Despejando: ihl = %, por lo que hy =6 y hy = 8.
Por ltimo, el tiempo medio de retorno desde 0 es:

1
too = 1 + porhi + poehe =1 + 5(6) +0=4.

La cadena tarda en promedio 4 pasos en regresar al estado 0.

Ejemplo 1.37. Considere una sucesion de lanzamientos de una moneda justa. Estamos
interesados en la cantidad de lanzamientos que se necesitan para obtener la secuencia “Sol,
Sol, Sol” por primera vez. Modelamos esto como una cadena de Markov con estados que
representan el progreso hacia la secuencia objetivo. Cada estado de la cadena medird el
numero de éxitos consecutivos obtenidos hasta el momento. El estado 0 representa no haber
obtenido ningun éxito, el estado 1 representa haber obtenido un éxito, el estado 2 representa
haber obtenido dos éxitos consecutivos, y el estado 3 representa haber obtenido la secuencia
completa (tres éxitos consecutivos). El estado 3 es absorbente. Dando lugar a una matriz de
transicion:

/2 1/2 0 0

/2 0 1/2 0

/2 0 0 1/2

1/2 0 0 1

P =

Para calcular el tiempo esperado para alcanzar el estado 3 partiendo de 0, definimos h; =
E[rs | Xo =] con hg = 0. Las ecuaciones de primer paso son: Resolviendo el sistema no es
dificil encontrar que hg = 14.

1.12. Teorema ergoddico

El Teorema Ergddico es el resultado central que describe el comportamiento asintético de
una cadena de Markov irreducible. Conecta el tiempo medio de retorno p;; con la fracciéon
de tiempo que la cadena pasa en el estado j a largo plazo.
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Antes de enunciarlo, recordemos que para una cadena irreducible, ya establecimos que
todos los estados son del mismo tipo (recurrentes o transitorios), y que si son recurrentes, la
cadena visita cada estado una infinidad de veces. La pregunta natural es: jcon qué frecuencia
visita cada estado?

Teorema 1.4 (Teorema ergddico para cadenas de Markov). Sea {X,,} una cadena de Markov
wrreducible. Para cualesquiera estados t,7 € S se cumple
Ni;(n) 1

’ 1
lim /4~ = — c.S.,

donde Nij(n) = > "p_ 1ix,—5 es el numero de visitas a j hasta el tiempo n, y p;; = E[7; |
Xo = j] es el tiempo medio de retorno. Si p;; = 0o, el limite es 0.

Demostracion. Caso transitorio. Si la cadena es transitoria, entonces N;;(n) < oo casi
seguramente para todo %, j, por lo que N;;(n)/n — 0 casi seguramente. Ademas, j1;; = 0o en
este caso, de modo que ambos lados son iguales a cero.

Caso recurrente. Supongamos que la cadena es recurrente. Sea 7;; = min{n > 1 :
X, = j | Xo = i} el tiempo de primera visita de 7 a j. Por irreducibilidad y recurrencia,
P(r;; < o0) = 1.

Notemos que para n > 1 se cumple la identidad

Nz(n) =1 -+ ij(n — Tij),

es decir, el numero de visitas que hace a j partiendo desde i hasta el tiempo n es igual al
nimero de retornos que hace a j partiendo desde j hasta el tiempo n — 7;; mas la primera
visita, pues la primera visita tarda exactamente 7;; pasos. Por lo tanto, es suficiente demostrar
la convergencia para N;;(n)/n, ya que

Nz(n) . Nj<(n—7'l-j) n—TZ‘j . 1 1
n N n — T n H%OO/ Hijj ’

donde en el dltimo paso usamos que 7;; es finito c.s. y la convergencia de N,;(n)/n que
demostraremos a continuacion.

Convergencia de N;;(n)/n. Sea Y la longitud del k-ésimo intervalo entre visitas
consecutivas al estado j, es decir, el tiempo transcurrido entre la visita (k — 1)-ésima y la
k-ésima. Por la propiedad fuerte de Markov (aplicada en cada tiempo de visita), las variables
YW Y@ son independientes e idénticamente distribuidas con media f1;;.

Sea N = Nj;(n) el nimero de visitas hasta el tiempo n. Entonces la suma de los primeros
N intervalos no excede n, mientras que la de los primeros N + 1 si lo hace:

Y(1)+...+Y(N) §n<Y(1)_|_..._|_Y(N+1).
Dividiendo entre N:

YD oo yW) n YO .. 1 y®+
<= .
N - N N
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Como la cadena es recurrente, N = N,j(n) — oo cuando n — oo. Por la Ley de los
Grandes Numeros, ambos extremos de la desigualdad convergen a p;; casi seguramente.
Por el teorema del sandwich, concluimos que n/N — p;; c.s., es decir,

Nj; 1
lim M = — C.S.

O
Observaciéon 1.16 (Interpretacion). El numero m; = 1/pu;; representa la fraccion de

tiempo que la cadena pasa en el estado j a largo plazo. Si pj; < oo, m; > 0 y el estado
es visitado con frecuencia positiva. Si pj; = oo, m; = 0. Note que 1; = 00 no implica que
el estado j sea transitorio. Mds aun, no significa que no sea visitado, sino que es visitado
con frecuencia cada vez menor a medida que pasa el tiempo. Este fenomeno se conoce como
recurrencia nula.

Tomando esperanza en el limite y usando el Teorema de Convergencia Dominada, para
una cadena irreducible se cumple que

Este es el resultado que relaciona el tiempo medio de retorno con el promedio de las probabili-
dades de transicion, y es la base de la teoria de distribuciones estacionarias que estudiaremos
en secciones sigquientes.

Ejemplo 1.38. Preferencias musicales a largo plazo. Una persona alterna entre tres

géneros musicales: Pop (P), Rock (R) y Jazz (J), con preferencias modeladas por la cadena
de Markov:

05 05 O
P=1025 05 0.25
05 0 0.5

Estamos interesados en calcular qué proporcion de tiempo, a largo plazo, la persona es-
cuchard Pop.

Sea ppp el tiempo medio de retorno a Pop. Definimos:
= hp: tiempo esperado para llegar a P empezando en R
» hy: tiempo esperado para llegar a P empezando en J
Por andlisis de primer paso:

hr=14+05hr+0.25h;

hy=1+05h,

De la seqgunda ecuacion:
hy=2
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Sustituyendo en la primera:
hr =14 0.5hr +0.25(2) = 1+ 0.5hr + 0.5

Ahora, desde P:

5

Aplicando el Teorema Ergodico:

1 2
Tp=—— =2 =04
ppp D

Por lo tanto, a largo plazo la persona escuchard Pop aproximadamente el del
tiempo.

Ejemplo 1.39. Tiempo medio de retorno en la cadena de rachas. Consideremos
la cadena de rachas con espacio de estados S = {0,1,2,...}, donde j representa una racha
actual de j €xitos consecutivos, con probabilidades de transicion p;;1 = p Yy pjo = q:=1—p.
Queremos calcular p;; = 1/m; via el Teorema Ergodico; para ello calculamos lim,, pl(n).

Fijado el estado objetivo j, aplicamos convenientemente Chapman-Kolmogorov separando

toda trayectoria de longitud m en un primer tramo de m — j pasos y un sequndo tramo de j

pasos:
pu Zpl pk]
kes

Observemos que p%) > 0 unicamente cuando k = 0: la Unica manera de alcanzar j en
exactamente j pasos es partir de 0 y acumular j éxitos consecutivos, lo cual ocurre con
probabilidad p’. Para cualquier otro k, o bien la trayectoria es geométricamente imposible en
7 pasos, o bien requiere pasar por j antes de completarlos. Por tanto, en el limite m — oo
solo sobrevive ese término:
lim p ™ = lim p%—j) P
m—oo '

Ahora bien, hemos demostrado previamente que pz(-fo) = q para todo r > 1 y todo estado inicial

i, por lo que lim,,, . pz(o =) = = q. De modo que

lim pi" =qp’.
Dado que esta sucesion converge, converge también en el sentido de Cesaro (pues la con-

vergencia ordinaria implica la convergencia de las medias aritméticas), y por el Teorema
FErgodico:

N . Jljgogzpu -
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Para ilustrar la magnitud de este resultado, tomemos p = 1/2 y j = 5000:

1 1 5001
[45000,5000 = =555 = T 5000 — 2 -
ap 2 (3)
Este nimero posee mas de 1500 digitos decimales y supera con creces la edad del universo
medida en nanosequndos (~ 4 x 10*®). Sin embargo, el Teorema Ergddico garantiza que el

estado 5000 es visitado infinitas veces con probabilidad 1; simplemente, la espera entre visitas
consecutivas es astronomica.

Ejemplo 1.40. El mono y Shakespeare. Un mono teclea caracteres de manera indepen-
diente y uniforme sobre un teclado de m teclas. Deseamos estimar el tiempo esperado para
que produzca la obra completa de Shakespeare, de longitud N caracteres.

El proceso puede modelarse con la cadena de rachas: el estado j € {0,1,..., N} representa
haber tecleado correctamente los ultimos j caracteres consecutivos de la obra. Las probabilida-
des de transicion son pj 41 = p = 1/m (acierta el siguiente cardcter) y pjo=q:=1—1/m
(falla), con estado absorbente N una vez completada la obra. Para el estado j = N — 1, la
transicion exitosa lleva a N también con probabilidad p.

Aprozimamos hy = Eo[ty] usando el andlisis del primer paso junto con uy . Por el
resultado del ejemplo anterior, el tiempo medio de retorno al estado N es uyy = 1/(qp").
Ahora bien, por andlisis del primer paso desde el estado N — 1:

hno1=1+p-0+qhy = hy_1=1+qho.
Dado que puy n = hy—1+ (tiempo de N a N — 1) = hy cuando N es grande (pues el tiempo
para ir de N a N — 1 es despreciable frente al tiempo de reconstruir la racha), concluimos:
r m¥
gpN  1—1/m’

Eo [TN] N UNN =

Para m = 50 teclas y N =5 x 10° caracteres:

505><106 50
E N —— = — .
ol ~ 7750 ~ 19
un numero con mas de 8.5 millones de digitos decimales. A pesar de esto, el Teorema FErgodico
garantiza que el mono producird la obra con probabilidad 1 si teclea indefinidamente.

505><106

Y

1.13. Recurrencia positiva y nula

Hemos visto que si una cadena de Markov inicia en un estado recurrente, entonces regresa
a él una infinidad de veces con probabilidad uno. Sin embargo, esta recurrencia puede pre-
sentarse de dos formas: cuando el tiempo promedio de retorno es finito, o cuando es infinito.
Esto lleva a la nociéon de recurrencia positiva y recurrencia nula, respectivamente.

Consideremos un estado recurrente j. Recordemos que el tiempo de primera visita a j a
partir de cualquier estado 7 es la variable aleatoria

1 =min{n >1: X, =j| X, =i}

La esperanza de esta variable aleatoria es el tiempo medio de recurrencia.
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Definicién 1.17. El tiempo medio de recurrencia del estado recurrente j a partir del estado
i se define como la esperanza de 7;;, y se denota por pu;;:

o0

pij =Bl = > n 1,

n=1

donde fi(f) =PX,=74,Xx #j,1 <k <n| Xy =1) es la probabilidad de visitar j
por primera vez en el instante n. Decimos que j es recurrente positivo si pj; < 00, y
recurrente nulo si yj; = 0.

La intuicién es la siguiente: en ambos casos la cadena regresa a j infinitas veces con
probabilidad 1, pero el ritmo al que lo hace difiere cualitativamente. Si j es recurrente
positivo, las visitas sucesivas estan separadas por tiempos con media finita y la fraccion de
tiempo que la cadena pasa en j es positiva (m; = 1/u;; > 0). Si j es recurrente nulo, los
retornos se vuelven cada vez mas espaciados y esa fraccién se diluye hasta cero (m; = 0),
aunque la cadena siga regresando siempre.

Proposicion 1.13. La recurrencia positiva y la recurrencia nula son propiedades de clase:
si 14> J y i es recurrente positivo (respectivamente recurrente nulo), entonces j también lo
es.

Demostracion. Supongamos que ¢ <+ j. Entonces existen enteros r,s > 1 tales que p(r) >0

ij
(s)

y p;; > 0. Por Chapman-Kolmogorov:

Py > ple) pli) pi).

Sumando sobre n e invocando el Teorema Ergédico, si m; = lim,, % 22:1 p(--)

;i > 0, entonces

N R
mj = lim — ;pﬁ > py mipy >0,
de modo que p;; = 1/m; < 0oy j es recurrente positivo. El argumento es simétrico inter-
cambiando ¢ y 7, de modo que 7 es recurrente positivo si y solo si 7 lo es. El caso nulo se
obtiene por contraposicion. O]

Ejemplo 1.41. Caminata aleatoria simple simétrica: recurrencia nula. En el ejem-
plo de recurrencia nula de la caminata aleatoria simétrica (véase el Ejemplo 1.35), demostra-
mos que el tiempo medio de retorno al origen satisface la ecuacion pgg = 1+x conx = 1+,
que no tiene solucion finita, luego gy = 0o. Como la cadena es irreducible (todos los esta-
dos se comunican), la recurrencia positiva y la nula son propiedades de clase, y basta con
este cdlculo en un unico estado para concluir que todos los estados de la caminata aleatoria
simétrica son recurrentes nulos. Intuitivamente, la cadena regresa siempre al origen, pero
lo hace cada vez mds tarde: cuanto mas tiempo ha transcurrido, mds lejos se ha alejado en
promedio y mayor es el tiempo que necesitard para regresar, de modo que el promedio de los
tiempos de retorno diverge.
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Ejemplo 1.42. Cadena de rachas: recurrencia positiva. En el Ejemplo de tiempo
medio de retorno en la cadena de rachas demostramos que pj; = 1/(qp’) < oo para todo
estado j > 0. En particular gy = 1/q < oo, de modo que el estado 0 es recurrente positivo.
Al ser la cadena irreducible, todos sus estados son recurrentes positivos.

Observacién 1.17. Todo estado de una cadena de Markov pertenece exactamente a una
de las siguientes tres categorias: transitorio, recurrente positivo o recurrente nulo.
Esta tricotomia es exhaustiva y las categorias son mutuamente excluyentes. Dado que la
recurrencia, la recurrencia positiva y la recurrencia nula son todas propiedades de clase, la
clasificacion es constante dentro de cada clase de comunicacion.

Recordemos que en una cadena de Markov con espacio de estados finito hemos demostrado
que debe existir al menos un estado recurrente. Este hecho, combinado con la finitud del
espacio de estados, impone una restriccion adicional sobre el tipo de recurrencia posible.

Proposicion 1.14. En una cadena de Markov con espacio de estados finito, no existen
estados recurrentes nulos.

Demostracion. Sea j un estado recurrente y consideremos el conjunto C' de estados que se
comunican con j. Intuitivamente, una vez que la cadena entra en C, no puede escapar de él:
en efecto, si desde algiin estado de C' se pudiera alcanzar un estado fuera de C', entonces ese
estado también tendria que ser recurrente, lo cual contradice la definicién de C.

En términos de probabilidades de transicion, esto implica que para todo i € C' y todo

n>1,
> on =1
keC

Promediando,
] — m
D) IEN
m=1 keC

y como C' es finito, podemos intercambiar suma y promedio:
LS~ m
3 (23] -1
keC m=1

Haciendo n — oo y usando el Teorema Ergddico,

21:1.

keo Mk

En particular, esta suma no puede ser nula, por lo que debe existir al menos un estado
k € C tal que ux < oo, es decir, k es recurrente positivo. Como la recurrencia positiva es
una propiedad compartida entre estados que se comunican, se concluye que todo estado en
C, y en particular j, es recurrente positivo. ]
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Ejemplo 1.43. Cadena de 5 estados con dos clases de comunicacion. Considere-
mos la cadena con S = {1,2,3,4,5} y matriz de transicion

0 1/2 1/2 0 0
/2 0 1/2 0 0
P=|1/4 174 0 1/4 1/4
0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 1/2 1/2

Las clases de comunicacion son:

» C1 = {1,2}: los estados 1 y 2 se comunican entre si, pero desde el estado 3 se puede
llegar a Cy sin que Cy pueda llegar a 3; en realidad desde 1 o 2 no se llega a 3.
Inspeccionando: p13 = 1/2 > 0 pero p3; = 1/4 >0 ypia =1/2 >0, pyy = 1/2 > 0,
pes = 1/2 > 0. Entonces 1 — 3 — 4 pero 4 4 1. Asi Cy = {1,2} es una clase
transitoria.

w Cy = {4,5}: pas = 1/2, psa = 1/2, pay = 1/2, ps5s = 1/2; no hay salida de {4,5} pues
par = 0 para k ¢ {4,5}. Es una clase recurrente (positiva, por ser finita).

» Fl estado 3 es transitorio: desde 3 se puede ir a {1,2} o a {4,5} con probabilidad
positiva, pero no hay retorno desde ninguno de esos conjuntos a 3.

Tiempos de retorno en C,. Desde el estado 4 la cadena va a 4 o a 5 con igual
probabilidad 1/2, y desde 5 ocurre exactamente lo mismo. Por simetria total, a largo plazo
la cadena no tiene motivo alguno para preferir un estado sobre el otro, de modo que pasa la
misma fraccion de tiempo en 4 que en 5. Como ambas fracciones deben sumar 1, cada una
vale my = w5 = 1/2. Por el Teorema Ergddico:

1 1
fag = — = 2, pss = — = 2.
Ty s
En promedio, partiendo del estado 4 (o del 5), la cadena regresa a ese mismo estado tras 2
Pasos.

1.14. Evolucion de la distribucién de X,

Hasta ahora hemos estudiado el comportamiento de la cadena desde un estado inicial
fijo: la probabilidad de estar en j en el paso n partiendo de 7 es pgl). Sin embargo, en
muchas situaciones el estado inicial no se conoce con certeza sino que esta determinado
por una distribucion de probabilidad. Nos interesa entonces describir cémo evoluciona esa
distribucion con el tiempo y; en particular, si es que, a largo plazo, converge y hacia qué
limite.

Denotamos por 7™ el vector fila de distribucién de X,,, es decir,

" =P(X,=j), jES.

J
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En particular, 7(9 es la distribucién inicial de la cadena. Aprovechamos aqui para enmen-
dar un abuso de notacién que hemos cometido en secciones anteriores: definimos m; := 1/p;;
como la proporcion de tiempo asintética que la cadena pasa en j. Para evitar confusién con
la distribucién de X,,, reservamos de ahora en adelante la notacién 7(%) para la distribucién
inicial y escribimos 7 (sin supraindice) para el vector de proporciones asintdticas (7;);es-

Establecer una recurrencia para la evolucion de la distribucién es simple: por la ley de la
probabilidad total,

7rj(.n) =P(X,=j) = Z]P)(Xn—l = i) pij = ngn—l)pm

i€S i€s
que en notacién matricial se escribe

7 = gD p,
Iterando, 7™ = 7 p».

Ejemplo 1.44 (Convergencia de la distribucién). Consideremos la cadena de dos estados

S ={0,1} con matriz
0.7 0.3
F= (0.4 0.6)

y distribucion inicial 7 = (1,0) (la cadena comienza en 0 con certeza). Las primeras
iteraciones dan:

7 = (0.7, 0.3),

7@ = (0.7-0.74+0.3-0.4, 0.7-0.34+0.3-0.6) = (0.61, 0.39),
73~ (0.574, 0.426),

719 ~ (0.572, 0.428).

La sucesion (7)) parece estabilizarse alrededor de (4/7,3/7) =~ (0.571,0.429), independien-
temente del punto de partida.

Ejemplo 1.45 (Distribucién que oscila). Consideremos la cadena en S = {0,1} con matriz

-0

y distribucion inicial 7 = (1,0). Entonces:
7MW =(0,1), 7@ =(,0), 7®=(0,1),

La distribucion oscila indefinidamente entre (1,0) y (0,1): la cadena es periddica de periodo
2 y la sucesion (™) no converge.

Estos ejemplos muestran que la convergencia de 7™ no estd garantizada en general.
Nuestro objetivo en lo que sigue es entender cuando y hacia qué limite converge esta distri-
bucién. El punto de partida natural es identificar qué distribuciones son invariantes bajo la
accion de P, es decir, distribuciones que, una vez alcanzadas, ya no cambian.
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Definicién 1.18. Un vector de probabilidad m = (7;)jes (conm; > 0y >, m; = 1) se llama
distribucion itnvariante o distribucion estacionaria st

T =1mP,

es decir, mj = ) ¢ pij para todo j € S. Si la cadena se inicia con 70 = 7, entonces
7™ = 71 para todo n > 0.
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